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An improvement of hybrid Treﬀtz ﬁnite element method (HTFEM) for electromagnetic
wave propagation problems in periodic waveguiding structures is reported. Removing
the good initial guess required for the solving eigenvalue problem, we replace the down-
hill simplex method with the Sakurai-Sugiura projection method (SSM) which is one of
nonlinear eigenvalue problem solvers. Therefore, we may compute all eigenvalues in the
scope without time-consuming preparations for the initial guess. Numerical results of
periodic metallic electrodes on the dielectric waveguide as a frequency selective surface
show usefulness of HTFEM with SSM.
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Fig.1 に示すようなカバー層 (比誘電率 ε1，比透磁率 μ1，
h < y)，完全導体電極による周期摂動部 (比誘電率 ε(x, y)，比
透磁率 μ(x, y)，0 ≤ y ≤ h)，導波層 (比誘電率 ε2，比透磁率






≡ 0) とする. 構造が x 軸方向に周期的なの
で，フロケの定理により電磁界の成分 φ(x, y, z)は，複素伝搬
定数を γ = β − jαとすると，周期関数 φ˜(x+ p, y) = φ˜(x, y)
を用いて φ(x, y, z, t) = ej(ωt−γx)φ˜(x, y)と表される．ここに，
βは位相定数，αは減衰定数である．また，jは虚数単位であ
る．構造の周期性から，導波路 1周期分（x0 ≤ x ≤ x0 + p）
を解析する．無限遠方の境界 Γ1，Γ4 には放射条件，境界
Γ5(x = x0)，Γ6(x = x0 + p) には Bloch 条件を課す．なお，
境界 Γ2 は一様なカバー層と周期摂動部を含む領域との境界
(線分 y = h, x0 ≤ x ≤ x0 + p) であり，Γ3 は導波層と周期摂
動部を含む領域との境界（線分 y = 0, x0 ≤ x ≤ x0 + p）で
ある.





る半無限領域 Ω3，周期摂動部を含む領域 Ω2 に分割する．領






∇× Et · 1
μ(x, y)































となる．ここで， E， H， ˜E はそれぞれ，電界ベクトル，磁
界ベクトル，連続条件を緩和する境界 Γ2，Γ3 上の電界ベク








ds は領域 Ω1，Ω3 を囲む境
界 ∂Ω1，∂Ω3 上での周回積分，上添字 tはトランスポーズ界
(14)を表す．なお領域Ω1，Ω3を囲む境界 ∂Ω1，∂Ω3は，境界
Γi(i = 1, · · · , 6)で表すと ∂Ω1 = Γ1+Γ2+(Γ5+Γ6)∩(h ≤ y)，
∂Ω3 = Γ3 + Γ4 + (Γ5 + Γ6) ∩ (y ≤ 0)となる．
不均質領域 Ω2 を Fig.2に示す 4節点 4辺矩形要素 (15) で
分割し，各要素内での電界の x，y，z 成分を








Fig. 2 Rectangular element with 4-edges and 4-nodes
汎関数 Iに含まれる領域Ω2での面積分項からは，伝搬定数
γを含まない正方行列と未知列ベクトル { Et(x, y)}，{ E(x, y)}
の積が得られるが，境界 Γ5(x = x0)，Γ6(x = x0 + p) の
Bloch条件 E(x0+p, y) = E(x0, y) exp(−jγp)，Et(x0+p, y) =
Et(x0, y) exp(jγp) を電界ベクトルに課して { E(x0 + p, y)}，





















































TM は TE 成分，TM 成分に関する量であることを表す．ま
た透過係数の参照面は，An,3 = TTEAn,2，Bn,3 = TTMBn,2
となるように定めた. fn,i は















汎関数 I の周回積分項の径路 ∂Ω1 + ∂Ω3 は境界 Γ2 + Γ3 と
なる．境界 Γ2，Γ3 上の電界 ˜E と領域 Ω2 の境界上の電界が
一致するように離散化すると，結局，汎関数 I の周回積分項
Ic は，カバー層（i = 1）と導波層 (i = 2)の未知の展開係数
の列ベクトル {An,i}，{Bn,i}，境界 Γi+1 上の電界の未知列
ベクトル {E˜i}と伝搬定数 γ の関数を成分に含む行列の積と
なり，





























={F ti }[Gi(γ)]{Fi}+ {E˜ti}[Li(γ)]{Fi}







i = 1, 2 (12)
である．式 (11)が {Fi}，{F ti }，{E˜i}，{E˜ti}を変分量として
含んでいることに注意し，まず，{Fi}，{F ti } に関して変分
をとると，
{Fi} =− [Gi(γ)]−1[Lti(γ)]{E˜i}, (13)
{F ti } =− {E˜ti}[Li(γ)][Gi(γ)]−1 i = 1, 2 (14)
が得られ，式 (13)，(14)を式 (11)へ代入すると，









[T (γ)]{E} = {0} (16)
と得られる．ここで，{E}は離散化した領域 Ω2 の電界未知
列ベクトル，N 行 N 列の [T (γ)] ∈ CN×N は γ について正則
な行列関数であり，
[T (γ)] = [A0] + [A+]e
−jγp + [A−]e
jγp + [gkl(γ)] (17)
である．行列 [A0]，[A+]，[A−]は，定数を要素とする正方行
列であり，４節点４辺矩形要素による汎関数評価に起因する．









Γˇ ∈ Cを正の向きをもつJordan曲線とし，γl(l = 1, 2, · · · ,m)
を Γˇ内にある式 (16)の相異なる固有値とする．零ベクトル
でないN 行 1列の列ベクトル {V } ∈ CN に対して関数 f(γ)，
複素モーメント μk を















μ0 μ1 · · · μm−1













μ1 μ2 · · · μm









{w} = {0} の固有値として求まる．この固有値問題の固有値
γl に対応する {[H<m]− γ[Hm]}{w} = {0}の固有ベクトルを
{wl}とすると，[T (γ)]の固有ベクトル {xl}は




















f(ch), k = 0, 1, · · · , 2m− 1　
(24)
となる．ここに標本点は，円周上の Ns 個の等間隔点




, h = 0, 1, · · · , Ns − 1 (25)
とし，関数値









とすると，求める [T (γ)]の近似固有値 γˆl は，一般化固有値
問題 {[Hˆ<m]− ζ[Hˆm]}{wˆ} = {0}の固有値 ζˆl(l = 1, 2, · · · ,m)
から
γˆl = o+ ρζˆl, l = 1, 2, · · · ,m (29)
と求まり，固有ベクトル {xˆl}は
{xˆl} = [{sˆ0}, {sˆ1}, · · · , {sˆm−1}]{wˆl}, l = 1, 2, · · · ,m (30)
と求まる．ここに，{wˆl}は一般化固有値問題 {[Hˆ<m]−ζ[Hˆm]}













しかしながら，M ≥ mであるM を推定し，σ1 ≥ · · · ≥ σM
を Hankel行列 [HˆM ]の特異値，δ を小さな値として K 個の
特異値が σi ≥ δ (i = 1, 2, · · · ,K)，残りのM−K個が σi < δ
(i = K + 1, · · · ,M) となる K を定め，本節の手続き中のm
を K に置き換えると，十分な精度の固有値が得られる (11)．
以上から，非ブロック版 SS法の実行に必要な設定値は，以
下となる．γ の複素平面上の積分径路に関しては中心 oと半
径 ρ，積分の標本点数Ns と，最終的に解く Hankel行列の次




ブ導波路 (k0p = 2.1，d = 0.5p，w = 0.5p，ε1 = ε3 = 1.0，
ε2 = 11.8，μ1 = μ2 = μ3 = 1.0)の伝搬問題を考える．分割
数は x，y 軸方向ともに 32 等分割とし，完全導体電極内に
電磁界は侵入しないので，不連続領域 Ω2 の真空部分のみを








電極厚み h/p = 0.5，SS法の積分路の中心を op = 5.6− j0.2,
半径を ρp = 0.4 として調べたものである．この問題の伝搬
定数は，TE 波ならびに TM 波に対応する γp = 5.70243 −
j0.03545, 5.40284 − j0.33514 の２つである．標本点数が 16，
32と少ない場合には，固有値数 K = 2とはならず，積分径
路外の解を含んだK 値が求まる．これは，径路積分の精度が
不足しているため，混入したものと考えられる．δ = 10−9，
M = 8の場合には，標本点数を 1024と多くしても，積分径
路内に不要解が 1個含まれ，K = 3∗ となる．この不要解は
伝搬方向に界が増幅するものである．他の場合にも不要解が
あるが，いずれも物理的見地から除去可能である．以上から，
設定値M，δ によっては K > mとなるが，算出した伝搬定
数，界を吟味すると，積分路内の全解が求まることが判った．
Table 2は，同一の設定（電極厚み h/p = 0.5，SS法の積分
路の中心を op = 5.6− j0.2, 半径を ρp = 0.4）での，δ = 10−9，




























である．SS 法のパラメータは，積分路の半径 ρp = 0.4 と
し，Ns = 128，M = 8，δ = 10−7 とした．積分径路の中心
は，予想される伝搬定数に応じて移動させ，例えば電極厚み
h/p = 0.5の場合には，op = 5.6− j0.2とした．TEと TMの
両固有値が半径 ρp = 0.4 の円内に含まれない h/p = 0.9 の
場合に限り，各固有値向けに中心を設定し，SS 法を２度実
行した．Fig.3，Fig.4から SS法を用いた HTFEMの結果 (-)
は，積分方程式の結果 (•)(16) と一致していることがわかる．
Table 1. Dependence of predicted number of eigenvalues in
the scope K on M a nd δ. Here the superscript * indicates
that unphysical eigenvalues are included in the scope.
Ns
δ
10−3 10−5 10−7 10−9
M M M M
4 8 4 8 4 8 4 8
16 4 7 4 8 4 8 4 8
32 2 2 2 2 2 3 3 5∗
64 2 2 2 2 2 2 3∗ 3∗
128 2 2 2 2 2 2 2 4
256 2 2 2 2 2 2 2 2
512 2 2 2 2 2 2 3∗ 3∗
1024 2 2 2 2 2 2 2 3∗
Table 2. Dependence of computation time
on number of sampling points Ns.
Ns
Computation time of K Computation time of





















Fig. 3 Dependence of the phase constant on strip thickness
h/p.
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